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基于相密度的混沌吸引子可视化方法研究
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摘 要 针对以往混沌子可视化方法存在的某些局限>提出了相密度定义从而对吸引子在相空间中的分布情

况进行了全局性的定量描述>并为混沌吸引子可视化提供了有效的参考与控制=另外>基于相密度实现的混沌

吸引子体绘制可视化方法与 NA.7+-*O谱特征可视化方法>还从不同角度揭示了混沌行为的整体变化情况以

及局部相空间中混沌系统的基本特征>并在丰富混沌吸引子可视化内容与形式的同时>降低了可视化过程的

复杂性=
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7 引 言

随着非线性科学研究的突飞猛进>混沌理论在
生物工程E动力系统E噪音控制等自然科学与工程科
学研究领域中>均得到了广泛的应用与关注>其中>

混沌吸引子"奇异吸引子$作为混沌系统整体稳定性
与局部不稳定性共同作用下的产物>深刻地反映了
确定与随机E简单与复杂E有序与无序E整体与局部
等不同混沌机理的重要转化过程>全面揭示了不同
应用背景下混沌现象的本质特征=
然而>许多传统研究手段在处理混沌吸引子问
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题时!仍然采用非线性数值逼近的基本方法!由于其
数值计算的结果往往只能以枯燥的数据形式!而不
是形象直观地来反映吸引子的各项混沌属性!因此!
在某种程度上阻碍了工程技术人员对各类混沌现象

本质的深刻理解与全面洞察"自从 #$%&’()*提出吸
引子相空间的几何分析思想+,-以来!混沌吸引子的
图示方法与可视化技术逐渐开始得到重视!但总体
进展仍然相当缓慢+.-"

/(012)3$)&等人在声音气穴的实验研究中!发
现了其中存在着倍周期以及 4周期的分叉现象+4-!
并随着驱动频率的改变而呈现出不同的吸引子形

状!同时还以全息照片与图表的形式进行了显示5
67%8(3219:)(;72<等人在非线性控制系统的设计
中!通过对吸引子轨迹的动态搜索重构出相空间中
的混沌路径+.-!从局部出发表现吸引子的内部特性5
#)(;9(&等人从吸引子的 /<(=0&$>指数入手对睡
眠阶段脑电波模式的混沌特性进行了研究+?-!并采
用二维图表的方式对分析结果进行可视化5#)%&’%=2
等人则利用关联维数的定义来描述轨道的分歧程

度!并经由不同的投影变换来形成一系列的二维轨
迹图+@-"
但经过仔细分析可以发现!上述混沌吸引子可

视化方法均不同程度地存在着某些局限!即未能从
整体上对吸引子的可视化方法作出如下系统性的研

究AB从形式来看!二维投影或简单图表所能反映的
混沌信息都相当有限!而全息照片又无法对抽象的
物理信息进行表达5C从内容来看!由于轨迹图只能
从局部出发对相空间中的混沌行为进行刻画!因而
难以揭示初值敏感性等混沌现象基本特征"从实现
过程来看!由于缺乏对吸引子相空间的定量描述!因
此计算时只能始终保持较小的迭代步长!以避免混
沌吸引子中各分叉特征的破坏"
为了克服上述局限!本文在引入容器盒概念的

基础上!提出了混沌吸引子的相密度定义和基于相
密度的混沌吸引子可视化方法!从而较好地解决了
前人混沌吸引子可视化方法存在的某些局限"

D 基于容器盒的混沌吸引子相密度

混 沌吸引子!又称E奇异吸引子FGE随机吸引
子F!它是由确定性动力系统产生的非周期性运动过
程演变"该动力系统的迭代形式可统一描述为

+HIJ,, !HIJ,. !K!HIJ,L -MNO+P,!P.!K!PQ-!+HI,!HI.!KHIL-R O,R

其中!+P,!P.!K!PQ-组成 Q维的参数空间!+H,!
H.!K!HL-组成 L维的相空间"一般动力系统在迭
代过程中!经过大量分叉后!其周期逐渐趋向无穷!
即以一种随机的方式确定地形成了混沌吸引子"为
了能够从整体上对吸引子在相空间中的分布情况进

行定量描述!本文基于容器盒的定义给出混沌吸引
子相密度的概念!其用数学语言描述为A
设 SM+ST!S,!K!SI-为经过式O,RI次反复迭

代后所形成的混沌吸引子相空间集合!同时对相空
间中的每一点UVMVM+W,!W.!K!WL-!定义以V为
中心GX为边长的 L维立方体为 V点处所对应的容
器盒!YOV!XR为容器盒中落入的相点数!于是基于
容器盒的混沌吸引子相密度 ZOVR表示成A

ZOVRM 7%[
X\T!I\]

YOV!XR^ _I O.R

由此可见!相密度 ZOVR始终是一个+T!,-范围内的
小数!它表征了混沌吸引子在 V处的相点密集程
度!随着 I的增大和 X的减小!ZOVR的准确度相应

增强!且始终满足‘
I

aMT
ZOUaRb ,的归一性条件!其

具体计算过程可采用如下的迭代算法进行逼近A
B 设定当前的迭代总次数 a1$1(7!一般建议

a1$1(7c,TTTTTTT5

C 在相空间中!随机选择 STM+WT,!WT.!K!WTL-
作为初始迭代向量!并将当前迭代向量 U’0))2&1设为

ST!其中!迭代次数标识 aYMT5
d 取一充分小的容器盒精度 X!在相空间中建

立起Oe,fXRgOe.fXRgKgOeLfXR个初始值为 T的
容器盒计数器数组 hiIjWaIkl+-!其中!eL表示第 L
维相空间的长度5

m 判断当前迭代向量 S’0))2&1所在的容器盒位置

n’0))2&1!并修改该位置上的容器盒计算器值为 hiIo

jWaIkl+n’0))2&1-JM,5
p 对 S’0))2&1向量以式O,R进行迭代!获得迭代后

的向量 S%&12)(12;5
q 将 S’0))2&1重设为 S%12)(12;!并判断 aYJJ是否

超过给定值!若超过!则在 hiIjWaIkl+-与 a1$1(7之间进
行归一化!并结束混沌吸引子相密度的计算!若未超
过!则继续执行步骤m"

r 基于相密度的吸引子体绘制方法

本文提出的基于容器盒的混沌吸引子相密度定
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义!将整个相空间张成一个密度场模型"假设任一容
器盒微元 #内部均匀分布着相密度 $%#&!并根据

$%#&的大小为容器盒#分配相应的源强度’#与衰
减系数 (#!则吸引子在不同区域中的混沌行为可以
通过体绘制的形式来进行整体刻画%以下均假设相
空间的维数 )*+!若 ),+!则可利用变量分离的方
法!在多个视图的绘制结果中!共同展现超维吸引子
的混沌特性&"该绘制模型可以简单表述为

’* ’-./
0

1*2
%(#%-&(#%2&3(#%142&&’#%1& %+&

式中!’-为体绘制的原始光强5’#%1&与 (#%1&分别为与
容器盒 #%1&对应的源强度与衰减系数!0表示从视
点出发沿光线方向需采样的容器盒个数"其中!

(#%1&67-!28!(#%1&*-表示微元 #对最终显示不产生

影响5而 (#%1&*2则表示 #在光线投射过程中不发
生衰减"

图 2 相密度与容器盒的对应关系

在混沌吸引子体绘制过程中!需在源强度9衰减
系数与相密度之间建立起恰当的映射关系!才能有效
地显现各个区域的混沌属性!也就是说!若只是在相
密度值与 ’#9(#之间建立简单的线性映射关系!将势
必由于相密度的非均匀一致分布%$%#&:-或

$%#&:2的区域均非常稀薄&而导致不同源强度与衰
减系数映射结果对比度的降低!进而削弱混沌吸引子
可视化结果的可绘制性与可理解性"笔者注意到混沌
吸引子相密度值在相空间中的分布往往是以 $;为对
称轴的高斯分布!其大部分相密度值均落入以 $;为对

称轴的 <截集中%如图 2%=&阴影区域所示&!且与该
相密度集合对应的容器盒数同样在整个分布中占了

绝大多数%如图 2%>&所示!其中!0为相空间中的容器
盒总数&!为此!本文将基于平均相密度 $;的 <截集对
源强度与衰减系数的非线性映射定义如下?

’%$&* ’-. @%$&%’24 ’-&

(%$&* (-. @%$&%(24 (-&
%A&

@%$&*

- $B$;4<
2
C.

2
CDEF

G
C<%$4$

;& $;4<H$H$;.<

2 $;

I

J

K .<H$

%L&

其中!@%$&为关于 $的单调增函数!<为相密度截集
宽度!一般可选 <*-M+N-MA$;!平均相密度 $;的计算
式为

$;*/
0

1*2
$%O1&P1Q>RES%根据归一性条件&T 2P1Q>RES %U&

其中!1Q>RES为非空的有效容器盒数!一般地 1Q>RESH
%V2PW&X%VCPW&X%V+PW&"
为获得吸引子混沌行为的完整描述!需在密布着

容器盒的相空间中进行反复多次的迭代%参见上节&!
由于数据量较大!因此采取图象空间为序的体绘制方
法!以尽可能提高绘制速度!其算法简单描述为?
YZ[%E*-5EH当前屏幕象素 \方向宽度5E..&]

YZ[%̂*-5̂H当前屏幕象素 _方向宽度5E..&]

Y‘>abFcde7E!̂8记录每个象素上的光线方向%在预处

理中完成&5
将 Y‘>abFcde7E!̂8转化为当前视域空间中的光线方

向 Y‘>afE[gheEZF5
根据采样间隔 Yi>jcRgfEDe计算沿 Y‘>afE[gheEZF方

向步长增量 Y‘>abFh[gjgFe7-NC85
根据 Y‘>abFh[gjgFe计算沿 \_k轴的最大增量方

向!记入 El>[mgDebFhbFSgn中5
计算沿 Y‘>afE[gheEZF方向的最近点与最远点

opERg%当前光线与相空间容器盒有交&]
按 El>[mgDebFhbFSgn所对应的方向计算需采样

点数 Eqdji>jcRgD5
对 Y‘>afE[gheEZF方向上 Eqdji>jcRgD个容器

盒!根据其相密度大小利用式%A&%L&%U&
计算当前象素的合成光强5r

r r

s 基于相密度的 tuvwxyz{谱特征
可视化

在混沌动力系统中!不同方向上迭代轨迹收敛
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或发散的比率可以用 !"#$%&’(指数)*+来进行描
述,在高维系统中多个 !"#$%&’(指数 *-,*.,/,*0
共同组成了 !"#$%&’(谱,其中,*1表征了第 1个方
向上局部相空间的混沌特性2由于混沌吸引子的

!"#$%&’(谱特征是对不同局部相空间中扩张与收
缩属性的刻画,可以对混沌系统的基本特征进行整
体判定,因此在混沌研究中起着非常重要的作用2然
而在实际应用中,!"#$%&’(谱特征繁琐的计算过程
却给混沌吸引子本质特征的全面理解带来了很大困

难,如一维相空间中的指数需按下式进行计算

*3 456
789

-
74’:. ;

7<-

13-
=>)?1@ A+ )B+

而在高维系统中!"#$%&’(谱特征计算则更为复杂2
为此,本文从可视化的角度出发,以混沌吸引子

相空间中不同初始点对的短期演变行为作为绘制对

象,并基于混沌吸引子的相密度分布,提出了初始迭
代点对的自动提取算法与自适应的流线)流带+生长
算法,从而实现了以定性的方式直观地揭示 !"#C
$%&’(谱特征在不同方向上所蕴涵的混沌属性2
D2E 基于相密度的初始迭代点对自动提取
混沌吸引子 !"#$%&’(谱中各个方向上的特征

属性可以通过不同类型初始点对的短期迭代行为来

进行描述,如在三维相空间中其对应了如下的 F类
初始点对的迭代行为G

H 吸引子不同轨迹上相互靠近的初始点对的
迭代行为I

J 吸引子同一轨迹上两个相互靠近的初始点
对的迭代行为I

K 吸引子不同区域)吸引区域与非吸引区域+
中初始点对的迭代行为I
为避免相空间中初始点对的人工选取,本文基

于相密度的空间分布对上述 F类初始点对作出如下
的数学描述,以便施行后继的自动提取算法G

)-+要求初始点对 L-,.满足 M-,.)N)L++O

P)-+N N,Q
.

13R
S-,.)L1+T P)-+L U6#V

W3R,-,.
)XW+,其中,P)+N 与

P)+L 分别代表了相密度的偏差系数与空间距离的偏

差系数,一般可取 P)-+N 3RY.ZRYF,P)-+L 3RYR.Z
RYRFI

).+要求初始点对 L-,.满足 L.3=)L-+I
)F+要求初始点对 L-,.满足 M-,.)N)L++[

P)F+N N\,Q
.

13R
S-,.)L1+T P)F+N U65&

W3R,-,.
)XW+,其中 P)F+N 3

-Y-Z-Y.,P)F+L 3RY]ZRŶI
其中,空间距离约束又可进一步转化为容器盒

之间的间隔关系,即 1)-+_&‘ab(#435&‘)PLc 6#V
W3R,-,.

)XW+de+

或 1)F+_&‘ab(#435&‘)PLc 65&
W3R,-,.

)XW+de+,于是初始迭代点

对的自动提取过程可以描述为G
H 在相空间中随机生成一初始迭代点 fR,并

获得该点的相密度值 N)fR+和所在的容器盒序列号

1g%bba&‘haiia4)为在搜索过程中避免出现过多的无效容

器盒,要求 fR不落在相空间的排斥区域中+I
J 类型 -G在当前容器盒 1g%bba&‘haiia4周围,先以

1_&‘ab(#4为搜索间距,并沿 Ljkjl不同方向计算候选

容器盒的相密度梯度值,再以最小梯度方向选取下
一容器盒 1maV‘haiia4,继续步骤KI
类型 .G直接通过迭代计算来获得另一初始迭

代点 nR,结束搜索I
类型 FG在当前容器盒1g%bba&‘haiia4周围,先以1_&‘ab(#4

为搜索间距,沿 Ljkjl不同方向计算候选容器盒
的相密度梯度值,再以最大梯度方向选取下一容器
盒 1maV‘haiia4,继续步骤KI

K 判断 1maV‘haiia4所对应的容器盒是否满足给定
的初始点相密度条件,若满足,则在容器盒 1maV‘haiia4
中随机生成一相空间点作为 nR,并结束搜索I若不
满足,则令 1g%bba&‘haiia431maV‘haiia4,继续执行步骤JI
在类型 F的 !"#$%&’(谱初始点对搜索过程

中,由于 1_&‘ab(#4的初始值较大,往往需要多次反复才
能获得满足条件的初始点对,因此可将步骤J拆分
为多次搜索,以增加搜索过程中对于方向选择的自
由度,即每次搜索时均以梯度最大方向选取下一次
搜索起点,若搜索间距之和大于 1_&‘ab(#4则重新执行步
骤H2由于在相密度的基础上施行如上的 !"#$%&’(
谱初始点对自动提取算法,一般情况下仅需在相空
间中进行几十次试采样,即可获得所需的初始点对,
其平均耗时仅在 RY-i左右,因而可以保证自动提取
的实时性2
D2o 基于相密度的流管)流带+自适应生长
为了能直观可视地表现 !"#$%&’(谱特征中所

蕴涵的各类混沌属性,必须以三维空间中的流管或
流带形式来对局部相空间中不同类型的混沌行为进

行可视化描述,同时通过初始点对迭代轨道的指数
分离程度来定性地表征出该方向上相体积发散j平
衡或收敛的比率)分别对应于 !"#$%&’(指数 *[Rj
*3R或 *OR的情形+,并基于几何影响因子与相密
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度影响因子的定义!实现了流线"流管#的自适应生
长控制!从而降低了 $%&’()*+谱特征可视化过程
的复杂性,
几何影响因子 -./*0/12%3&41*2主要用于控制最终的

可视化效果!其中流管形式的几何影响因子则采取
同线度方式进行计算"如图 5"&#所示#!而流带形式
的几何影响因子则采取共面度方式进行计算"如
图 5"6#所示#!分别定义为 -7*889)/&23&41*2与 -3&4/13&41*2

-7*889)/&23&41*2: ;"<=>5!<=<=>?#@A<=<=>?A "B#

-3&4/13&41*2: ;"C=!C=>?!D=!D=>?#@-E/29F9G1 "H#
其中!函数 ;"<=>5!<=<=>?#为点到线的距离函数!<=
表示流管的迭代过程中第 =个迭代点I;"C=!C=>?!

D=!D=>?#表示由第 =次迭代点对迭代后所产生的空间
四边形的共面距离!-E/29F9G1为该空间四边形的周长,

图 5 几何影响因子的计算方法

相密度影响因子 -J)1/)G91%3&41*2主要用于对吸引区域
与排斥区域加以区分!一般情况下!由于吸引区域中
的 $%&’()*+谱特征结构要比排斥区域精细得多!因
此将 -J)1/)G91%3&41*2定义为 K@KL!以实现吸引区域中步长
的自适应减小与排斥区域中步长的自适应增加,
在几何影响因子与相密度影响因子的共同作用

下!基于相密度的流管"流带#自适应生长算法可简
单描述为M

N 利用初始迭代点对自动提取算法"参见

OP?节#获得 CQRDQI
S 给定一基准迭代步长-.9+/)T1/’!取当前时间步

长 -T1/’U:-.9+/)T1/’"由于混沌吸引子的迭代形式大都
以时间微分形式给出!因此迭代步长取为时间步
长#I

V 类型 ?R类型 OM以 -T1/’U对 C=RD=进行迭代获
得 C=>?RD=>?"初始时 =为 Q#I
类型 5M以 -T1/’U对 C=进行迭代!获得 C=>?!再将

D=>?设为以 C=>?为起点!并沿固定方向偏移AC=C=>?

A距离"初始时 =为 Q#以避免迭代前后的轨迹重合I
W 用 C=RD=RC=>?RD=>?来计算相密度影响因子

-J)1/)G91%3&41*2与 几 何 影 响 因 子 -./*0/12%3&41*2!-T1/’U:

-.9+/)T1/’X-J)1/)G91%3&41*2@"?>-./*0/12%3&41*2#I

Y 根据 C=RD=RC=>?RD=>?的空间位置绘制相应
的流管段或流带段I

Z 若尚未满足迭代终止条件!则令 C=:C=>?!

D=:D=>?继续执行步骤V!否则结束,
在基于相密度的流管或流带自适应生长算法

中!对于步长的控制是一个后反馈过程!即始终将当
前的影响因子作用于下一次迭代过程中,由于相密
度的空间分布具有连续性!因而这种后反馈式的步
长控制同样可以保证最终的绘制效果!并且能够避
免本次迭代结果的反复修改!从而能提高实时绘制
的速度,这种基于相密度的流管"流带#生长算法所
实现的 $%&’()*+谱特征可视化!虽不能精确反映

$%&’()*+指数值的大小!但已经足以完成对吸引子
混沌行为的定性分析!并能帮助工程技术人员对局
部相空间中的收缩与扩张行为进行充分理解,

[ 实例与结论

本文以 $*2/)\吸引子R]*GG8/2吸引子等典型混
沌现象为例!并以相密度为基础!分别采取体绘制方
式或流管"流带#方式实现了混沌吸引子的可视化M
图版^图 ?"&#与图 ?"6#即为 $*2/)\吸引子的

体绘制结果和相密度为 KL的等值面绘制结果!由
图版^图 ?可见!浅色透明区域表示容器盒的采样空
间范围!而相密度的 _截集分布则对应着淡青色到深
棕色之间的非均匀过渡!其中!深棕色区域标识了

$*2/)\吸引子的两个吸引性不动点,图版^图 5"&#
与图 5"6#为 ]*GG8/2吸引子的体绘制结果和相应的

KL等值面绘制结果,
图版^图 O"&#至图版^图 O"4#显示了与不同

参数空间对应的 $*2/)\吸引子混沌行为的变化情
况!其中 ‘a?Q!ba5Pcd!图版^图 O"&#的 e:?cR图
版^图 O"6#的 e:55R图版^图 O"4#的 e:5B,由图
版^图 O可见!随着参数 e的不断增大!混沌行为在
奇异不变集附近漫游的时间越来越长!并最终螺旋
地趋向于吸引性不动点,
图版^图 fg图 c中的"&#和"6#分别是采用流

管与流带形式!对 $*2/)\吸引子的第 ?类R第 5类
和第 O类 $%&’()*+谱特征进行可视化"迭代轨迹
的起始区域映射为红色R终止区域映射为黄色#!以
表现出不同方向上吸引子的混沌行为特征,
图版^图 f显示了相互靠近的两条流管迅速分

离!流带带宽迅速增加的吸引子混沌行为特征!表示
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局部相空间的长期行为对初始条件敏感!"#$%&图版

’图 (显示了流管间距与流带带宽既不放大)也不收
缩小的吸引子特征混沌行为特征)对应着系统的稳定
边界!"*$%&图版’图 +则显示了偏离吸引区域的流
管迅速向吸引区域的流管靠拢)流带带宽以指数速度
递减)相空间体积表现为局部收缩!",$%的吸引子混
沌行为特征-
图版’图 .进一步表现了第 /类 01234567谱

特征中初始迭代点对的轨迹形成过程)从图版’图

.!8%开始)轨迹迅速发生分离)导致了系统不具备长
期可预测性-
上述实例表明)本文提出的基于相密度的混沌

吸引子可视化方法具有如下特点9
!/%基于容器盒的相密度定义能够定量地对相

空间中的混沌行为进行描述)并能为混沌吸引子的
可视化过程提供有效的参考依据与控制手段&

!:%混沌吸引子体绘制方法能够基于相密度对
体绘制中的参数映射进行控制)并能全面地展现混
沌行为在相空间中的整体分布&

!;%01234567谱特征可视化方法能够基于相
密度对初始点对进行自动提取)并能对迭代步长进
行自适应控制)还能直观地揭示局部相空间在不同
方向上蕴涵的混沌属性&
由此可见)本文在丰富混沌吸引子可视化内容

与形式的同时)降低了可视化过程的复杂性)从而有
效地帮助研究人员对混沌吸引子的本质特征作出了

更为深刻<更为全面的理解-
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